10.

Grado en Matematicas — Ejercicios de Analisis Funcional

Relacion 2 - Desigualdades de Hdlder y Minkowski. Ejemplose@lespacios
normados (para hacer en clase)

. Prueba las desigualdades:
[Xlles < [IXllp < [IXll2 < N[IXllo (1< P< o0, xeKN)
Prueba que dichas normas son completas y su topologia gmladéa producto efikN.

. Prueba quép, 1 < p < «, es un espacio de Banach.

. Estudia cuando se da la igualdad eddsigual dad de Cauchy-Schwarz (consecuencia inmediata
de la desigualdad de Hélder):

5 X650

< X2llyllz - (xyeKN) 1)

. Sea K p<q< . Prueba qué,C {qy paraxe(, se verifica quéx||q < ||X||py FI)i‘n [1XI1p = [IX]]co-

¢Es cierto qué | ¢p = (4?
p<q

. Searp,q,r nlimeros reales positivos tales gyie- £ + 1. Prueba que

( lex(n)y(n)|'> < [XlpllVlla  (XElp,yElq)

Sugerencia. Basta aplicar una vez la desigualdad de Hdolder.

. Prueba que el espacio de las sucesiones convergentes conmra uniforme(c, || ||«), €S un

espacio de Banach.

. Prueba que la adherenciaadg en /. esco.

. Prueba que un espacio normado es separable si, y sélmermun subespacio denso de di-

mension numerable.

. Prueba que la sucesife,} de los vectores unidad es una base de Schaudgmiga 1< p < .

Deduce queq es denso efy, y por tanto qué, es separable paralp < .
Da un ejemplo de una sucesion:

a) Que converja a cero el pero no esté acotada énni en/s.
b) Que converja a cero i pero no erfs.

¢) Que converja eng pero no erts.
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11. Seae (. Prueba que diét,co) = limsup{|xn|}.

12. Sea{an} una sucesion de nimeros positivos ¥ p < «. Prueba que el conjunto:
P={xelp:|x(n)| < a, YneN}

Esta acotado efy, si, y solo si,{an} € (p.

13. Prueba que el conjunit = {xe Ly z x(n) = 0} es un subespacio vectorial denso/gpara
n=1
l<p<oo,

. . ., 1
Sugerencia. Considera la sucesigr= g — Py (e1+e+---+ey) donde los son los vectores
unidad.

14. Prueba qué.(Q) es un espacio de Banach y estudia bajo qué condiciones ealsiepa

15. Sea K p < q < «. Prueba quéq[0,1] C Ly[0,1] y paraf € Lq[0,1] se verifical| f||p < || f||qg.
¢Es cierto unJ Lq[0,1] = Lp[0,1]? ¢ Es cierto quﬂ Lp[0,1] = Lg[0,1]?.
a>p p<q
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